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de Energie zu:

E D „!

(Einstein liest obige Gleichung
hierzu von rechts nach links, d.h.
aus der Frequenz ! resultiert
die Energie E)
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terie Welleneigenschaften zu
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� stellt die später nach ihm benannte Schrödin-
gergleichung auf

� schafft damit Plancks und Bohrs Resultaten
ein solides wissenschaftliches Fundament

ca. 1825 William Rowan Hamilton

� stellt u.a. für Teilchen Bewegungsgleichun-
gen auf, die auch als Wellengleichungen in-
terpretierbar sind – was von der Wissenschafts-
welt (beinahe) vergessen wird

Erst Schrödinger greift Hamiltons Resultate
für eine neue Wellenmechanik wieder auf!
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Wellen oder Strahlen?

Frage: Wie gelangt man von der Wellenoptik zur Strahlenoptik?
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d) Strahlenoptik
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Wellengleichung oder Eikonal?

Wellengleichung (unmittelbar aus Maxwell-Gleichungen):
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Wellengleichung oder Eikonal?

Ansatz: Welle bei ortsabhängigem Brechungsindex n.Er/:

�.Er; t/
‹
D �0.Er/ e j.!c n.Er/ Eek Er�!t/

D �0.Er/ e j.!c L.Er/�!t/

(2)

) (2) erfüllt Wellengleichung (1) nur für � ! 0 (bzw. ! ! 1)!

Dann durch Einsetzen von (2) in (1)) Eikonalgleichung

(auch in zeitabhängiger Form)
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Übersicht

1 Warum Quantenmechanik? – Historie

2 „Licht und Lichtstrahlen“ oder „Was ist ein Eikonal?“

3 Die Schwierigkeit mit Newtons Mechanik

4 Deshalb: Lagrange-Mechanik

5 Hamilton-Mechanik und das Hamilton-Jacobi-Verfahren:
Besser als Lagrange?

6 Von Hamilton zu Schrödinger

7 Resultate und Zusammenfassung
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Newtonsche Mechanik

Von der Mechanik zur Quantenmechanik . . . Grabinski & Grabinski

Newtons »Lex Secunda«

für Teilchensysteme

m

i

UEr

i

D EF

i C

n∑
jD1
j¤i

EFij

mit m

i

= Punktmasse
Er

i

= Ortsvektor
EF

i

= externe Kraft
EFij = innere Kräfte

Beispiel n D 2: ebenes Gleitpendel

Problem: Innere Kräfte bzw. Zwangskräfte sind i.Allg. unbekannt!

Lösung: Umformulierung derart, dass Zwangskräfte entfallen
) Lagrange-Mechanik
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Übersicht

1 Warum Quantenmechanik? – Historie

2 „Licht und Lichtstrahlen“ oder „Was ist ein Eikonal?“
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5 Hamilton-Mechanik und das Hamilton-Jacobi-Verfahren:
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7 Resultate und Zusammenfassung
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Lagrange-Mechanik

Von der Mechanik zur Quantenmechanik . . . Grabinski & Grabinski

1788 Joseph-Louis Lagrange

� begründet die Analytische Mechanik

� entwickelt den nach ihm benannten Lagrange-
Formalismus

Lagrange-Funktion

L .fqkg; f Tqkg; t /

= Funktion aller unabhängigen, ver-
allgemeinerten Koordinaten qk.t/ und
Geschwindigkeiten Tqk.t/ (und ggf. noch
explizit der Zeit t ), welche ein mecha-
nisches System vollständig beschreibt.

hier also:L.q1; q2; Tq1; Tq2/ D L.�; '; T�; T'/

Beispiel: wieder Gleitpendel
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Eigenschaften von L:

1. L WD Ekin �Epot DW T � V

hier:
T D

1

2
m1 T�

2
C
1

2
m2
(
Tx22 C Ty

2
2

)
(mit x2 D � C l sin'; y2 D �l cos')

V D �m2 g l cos' H) L

2. SŒfqkg� WD

∫ t2

t1

L .fqkg; f Tqkg; t / dt

Š
! stationär

= »Hamiltonsches Prinzip« (Hamilton 1834), S = »Wirkung«

)
d
dt
@L

@ Tqk
�
@L

@qk
D 0 8 k (»Eulersche Differentialgleichungen«)

(z.B. minimal)
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Von der Mechanik zur Quantenmechanik . . . Grabinski & Grabinski

Vorteile der Lagrange-Mechanik:

1. Keine Kräftebilanz nötig, keine Zwangskräfte

) systematischere Vorgehensweise!

2. Euler-Dgln. forminvariant bei Punkttransformationen
qk ! Qk.fqj g; t /

) Problem lässt sich ggf. wesentlich vereinfachen!

3. Verallgemeinerung auf beliebige »Koordinaten« möglich –
z.B. auch auf elektrische Potentiale als »Koordinaten«

) Lagrange-Formalismus erweist sich als universell für die
gesamte Physik (= »first principle«)!
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Übersicht

1 Warum Quantenmechanik? – Historie

2 „Licht und Lichtstrahlen“ oder „Was ist ein Eikonal?“

3 Die Schwierigkeit mit Newtons Mechanik

4 Deshalb: Lagrange-Mechanik

5 Hamilton-Mechanik und das Hamilton-Jacobi-Verfahren:
Besser als Lagrange?

6 Von Hamilton zu Schrödinger

7 Resultate und Zusammenfassung
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Lagrange-Funktion

�! Hamilton-Funktion

L .fqkg; f Tqkg; t / DW

f∑
iD1

pi Tqi � H .fqkg; fpkg; t

n

/œ

E D

TCV

D T � V

Anwendung des Hamiltonschen Prinzips ergibt fürH die kanonischen
Gleichungen (mit den Abkürzungen q � fqkg und p � fpkg)

Tqi D
@H.q;p; t /

@pi
und Tpi D �

@H.q;p; t /

@qi
(3)

(3) ersetzen jetzt die für L geltenden Euler-Dgln.
d
dt
@L

@ Tqk
�
@L

@qk
D 0

Von der Mechanik zur Quantenmechanik . . . Grabinski & Grabinski

(falls @H
@t
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Hamilton-Jacobi-Verfahren

Kanonische Gleichungen und ein geniales Lösungsverfahren
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@pi
und Tpi D �

@H.q;p; t /

@qi

. . . sind sofort lösbar, falls H � 0 () qi D const. und pi D const. 8 i )

. . . ist erreichbar durch

allgemeine

kanonische Transformation
.q;p/ �! .Q;P/) H.q;p; t / �! QH.Q;P ; t /

∑
i

pi Tqi �H.q;p; t /
Š
D∑

i

Pi TQi � QH.Q;P ; t /C
dF.q;P ; t /

dt

(4)

Im Gegensatz zu Lagrange: Durch F.q;P ; t / allgemeinere Transfor-
mationen möglich!
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™
soll gleich Null sein!

n
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Was ist die »Erzeugende« F.q; t /?

bisher: Wirkung

und Hamiltonsches Prinzip (HP)

SŒq� D

∫ t2

t1

L .q; Tq; t / dt

Š
! stationär

jetzt: für F.q; t / folgt nach »kurzer« Rechnung (HP bezgl. (4))

1.

die Hamiltonsche Wirkungsfunktion

F.q; t / D

∫
L .q; Tq; t / dt C const:

DW S.q; t /

2. der Impuls p D
@S.q; t /

@q
D rS

3.

die Hamilton-Jacobi-Dgl. (HJD)

@S.q; t /

@t
D �H.q;p; t /

H) H .q;rS; t/C
@S.q; t /

@t
D 0

Von der Mechanik zur Quantenmechanik . . . Grabinski & Grabinski
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Was bedeutet S.q; t / physikalisch?

Erinnerung: H.q;p/ D T C V D E D const:

HJD
) E D �

@S.q; t /

@t

einzelnes
Teilchen
#
D �

@S.Er; t/

@t
part. Int.
) S.Er; t/ DW �Et CW.Er/

S.Er; t/ repräsentiert die Phase einer Welle!

Phasengeschwindigkeit Eu:
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. . . und die Wellengleichung?

Wellengleichung:

Eu Ev D
E

m
mit

Eu� Ev
oder
Euß Ev

) u2v2 D
E2

m2
) m2v2 D

E2

u2
D p2

™
#

Ep D ErW D ErS

E D �
@S

@t

 ������������������! (
ErS
)2
D

1

u2

(
@S

@t

)2

Eikonalgleichung (Licht bei �! 0):
(
ErP
)2
D
n2

c2

(
@P

@t

)2
Fazit: Materie verhält sich völlig analog zu Licht bei

unendlich kurzer Wellenlänge!
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Schrödingers Idee
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Strahlenoptik

klassische Mechanik

Frage: Wie sieht eine mögliche Wellengleichung aus?

». . . Es ist gar nicht ausgemacht, daß sie gerade von der
zweiten Ordnung sein muß, nur das Bestreben nach Einfach-
heit veranlaßt dazu, es zunächst damit zu versuchen.«

E. Schrödinger (1926, zweite Mitteilung)
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klassische Mechanik Strahlenoptik
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mit
@S

@t
D �E
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P.Er; t/ D Ek.Er/ Er � !t
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@t
D �!

bzw. ErP D Ek

) E � ! und Ep � Ek bzw. E D „! und Ep D „Ek (vgl. de Broglie)
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Von Hamilton zu Schrödinger 31

. . . und wie lautet jetzt die Wellengleichung?
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u.Er/2

EuEvDE
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#
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#
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2m.E � V .Er//

E2
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@2 .Er; t/

@t2

ED„!
#
D �

E2

„2
 .Er; t/

Beides (1=u2 und @2 .Er;t/
@t2

) eingesetzt in die Wellengleichung:

� .Er; t/ D
2m .E � V.Er//

E2
�

(
�
E2

„2

)
 .Er; t/
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Zusammenfassung

Die Strahlenoptik folgt aus der Wellenoptik durch Grenzübergang
zu verschwindend kleinen Wellenlängen

Aus der Hamilton-Jacobi-Formulierung der Mechanik folgt: Mate-
rie verhält sich klassisch wie Licht bei1 kurzer Wellenlänge

Der Übergang klassische MechanikH)Wellenmechanik entspricht
formal dem Übergang Strahlenoptik H)Wellenoptik

Nicht zu Unrecht wird Hamilton oft als der »forgotten founder« der
Quantenmechanik bezeichnet – ca. 100 Jahre vor Schrödinger!

»Als Fazit könnte man festhalten: Die Schrödingergleichung
fiel vom Himmel – Hamilton hat sie geschossen und Schrö-
dinger hat sie apportiert.«

A. M. Grabinski (25. März 2015)
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Welle oder Teilchen?

|

„Once and for all I want to know what I‘m paying for!
When the electric company tells me

whether light is a wave or a particle I‘ll write my check.“
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